Sortowanie babelkowe - wersja nr 1
Bubble Sort

Algorytm

Algorytm sortowania babelkowego jest jednym z najstarszych algorytméw sortujgcych.
Mozna go potraktowaé jako ulepszenie opisanego w poprzednim rozdziale algorytmu
sortowania gtupiego. Zasada dziatania opiera sie na cyklicznym poréwnywaniu par
sgsiadujgcych elementéw i zamianie ich kolejnosci w przypadku niespetnienia kryterium
porzadkowego zbioru. Operacje te wykonujemy dotad, az caly zbiér zostanie
posortowany.

Algorytm sortowania bagbelkowego przy porzadkowaniu zbioru nieposortowanego ma
klase czasowej ztozonosci obliczeniowej réwng O(nz). Sortowanie odbywa sie w

miejscu.

Przykiad:

Jako przyktad dziatania algorytmu sortowania babelkowego posortujemy przy jego
pomocy 5-cio elementowy zbior liczb {5 4 3 2 1}, ktéry wstepnie jest posortowany w

kierunku odwrotnym, co mozemy uznaé za przypadek najbardziej niekorzystny,

poniewaz wymaga przestawienia wszystkich elementow.
Obieg Zbioér Opis operacji
5 4 . . . . .
- Rozpoczynamy od pierwszej pary, ktéra wymaga wymiany elementow
4 5 . . .
3 B Druga para tez wymaga zamiany elementow
43 Wymagana wymiana elementow
1 521
24531 Ostatnia para rowniez wymaga wymiany elementéw
Stan po pierwszym obiegu. Zwré¢ uwage, iz najstarszy element (5)
24135 znalazt sie na koncu zbioru, a najmtodszy (1) przesunat sie o jedng

pozycje w lewo.




Para wymaga wymiany

Para wymaga wymiany

Para wymaga wymiany

Elementy sg w dobrej kolejnosci, zamiana nie jest konieczna.

Stan po drugim obiegu. Zwré¢ uwage, iz najmniejszy element (1) znéw
przesungt sie o jedng pozycje w lewo. Z obserwacji tych mozna
wywnioskowaé, iz po kazdym obiegu najmniejszy element wedruje o
jedng pozycje ku poczatkowi zbioru. Najstarszy element zajmuje

natomiast swe miejsce koncowe.

Para wymaga wymiany

Para wymaga wymiany

Dobra kolejnosc

Dobra kolejnosc

Stan po trzecim obiegu. Whnioski te same.

Para wymaga wymiany

Dobra kolejnosc

Dobra kolejnosc

Dobra kolejnosc

Zbidr jest posortowany. Koniec

Posortowanie naszego zbioru wymaga 4 obiegéw. Jest to oczywiste: w przypadku

najbardziej niekorzystnym najmniejszy element znajduje sie na samym kohcu zbioru



wejsciowego. Kazdy obieg przesuwa go o jedng pozycje w kierunku poczatku zbioru.

Takich przesunie¢ nalezy wykona¢ n - 1 (n - ilo$¢ elementéw w zbiorze).

Algorytm sortowania bgbelkowego, w przeciwienstwie do algorytmu sortowania gtupiego,
nie przerywa poréwnywania par elementéw po napotkaniu pary nie spetniajacej
zatozonego porzadku. Po zamianie kolejnosci elementéw sprawdzana jest kolejna para
elementéw sortowanego zbioru. Dzieki temu podejsciu rosnie efektywnosé algorytmu

. e 3 2
oraz zmienia sig klasa czasowej ztozonoséci obliczeniowej z O(n”) na O(n”).

Uwaga:

Algorytm sortowania babelkowego jest uwazany za bardzo zlty algorytm
sortujgcy. Mozna go stosowacé tylko dla niewielkiej liczby elementow w
sortowanym zbiorze (do okoto 5000). Przy wiekszych zbiorach czas

sortowania moze byc¢ zbyt dhugi.

Specyfikacja problemu

Dane wejsciowe

n - liczba elementéw w sortowanym zbiorze, n € N

d[ - zbidér n-elementowy, ktéry bedzie sortowany. Elementy zbioru majg indeksy od 1 do

1 n
Dane wyjsciowe

d[ ] - posortowany zbiér n-elementowy. Elementy zbioru majg indeksy od 1 do n.
Zmienne pomochicze

i, j - zmienne sterujgce petli, i, j e N

Lista krokow

KO1: Dlaj=1,2,...,n-1: wykonuj K02

K02: Dlai=12,.,n-1:jeslid[]>d[i + 1], to d[] < d[i + 1]



K03: Zakoncz

Schemat blokowy
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Sortowanie wykonywane jest w dwdch zagniezdzonych petlach. Petla zewnetrzna nr 1

kontrolowana jest przez zmienng j. Wykonuje sie ona n - 1 razy. Wewnatrz petli nr 1

umieszczona jest petla nr 2 sterowana przez zmienng i. Wykonuje sie réwniez n - 1

razy. w efekcie algorytm wykonuje w sumie:

Tin)y=m-1Y=n"-2n+1

obiegéw petli wewnetrznej, po ktérych zakonczeniu zbiér zostanie posortowany.

Sortowanie odbywa sie wewnatrz petli nr 2. Kolejno poréwnywany jest i-ty element z
elementem nastepnym. Jesli elementy te sg w zlej kolejnosci, to zostajg zamienione
miejscami. W tym miejscu jest najwazniejsza réznica pomiedzy algorytmem sortowania
babelkowego a algorytmem sortowania gtupiego. Ten drugi w momencie napotkania
elementéw o ztej kolejnosci zamienia je miejscami i rozpoczyna caty proces sortowania
od poczatku. Algorytm sortowania bgbelkowego wymienia miejscami Zle utozone
elementy sortowanego zbioru i przechodzi do nastepnej pary zwiekszajac indeks i o 1.
Dzieki takiemu podejsciu rodnie efektywnosé, co odzwierciedla klasa czasowej

ztozonosci obliczeniowej:



Sortowanie gtupie - O(n”); Sortowanie babelkowe - O(1°)

Podsumowanie

Analizujac wyniki obliczen w arkuszu kalkulacyjnym otrzymanych czaséw sortowania dla

algorytmu sortowania babelkowego 1 wyciggamy nastepujace wnioski:

Cechy Algorytmu Sortowania Babelkowego

wersja nr 1

klasa ztozonosci obliczeniowej optymistyczna O(nz)

klasa ztozonosci obliczeniowej typowa O(nz)

klasa ztozonosci obliczeniowej pesymistyczna O(nz)

Sortowanie w miejscu TAK

Stabilnos¢ TAK

Klasy ztozonosci obliczeniowej szacujemy nastepujaco:

optymistyczna - dla zbioréw uporzadkowanych (z niewielkg liczbg elementow
nie na swoich miejscach) - na podstawie czasow #,,, ¢y, lhk

typowa - dla zbioréw o losowym rozkfadzie elementow - na podstawie czasu f,,

pesymistyczna - dla zbioréw posortowanych odwrotnie - na podstawie czasu

tod.

Wiasnosci algorytmu

Algorytm too tog top ok tp

o) | om® | 0 |0 o)

Sortowanie babelkowe

wersja nr 1 o 11, o
— to= typ= bk —
= 54 = 34




Wszystkie badane przez nas czasy sortowania sg proporcjonalne do

kwadratu liczby elementéw zbioru. Klasa czasowej ztozonosci
obliczeniowej wynosi O(1°).
Czasy sortowania f,,, ,, oraz t,; sg praktycznie takie same.

Czas sortowania zbioru nieuporzadkowanego jest krétszy od czasu

sortowania zbioru uporzagdkowanego odwrotnie.

Wzrost predkosci sortowania

Algorytmy too tog top | tok tp
n n
Sortowanie gtupie 1 = 1 1 =
giup | = 3 ﬁg ﬁZ = 3
Sortowanie babelkowe 1 4 3 3
zle zle| zle
dobrze dobrze

Poréwnujac wzrost predkosci algorytmu sortowania bgbelkowego w
stosunku do algorytmu sortowania gtupiego zauwazamy, iz korzysc
nastepuje w przypadku sortowania zbioru uporzadkowanego odwrotnie
oraz zbioru nieuporzadkowanego. Wzrost predkosci jest proporcjonalny
liniowo do liczby elementéw w sortowanym zbiorze. W pozostatych
przypadkach algorytm sortowania gtupiego jest duzo szybszy od tej wers;ji

algorytmu.

Zadania dla ambitnych

Uzasadnij, iz wszystkie czasy dla tej wersji algorytmu sg proporcjonalne do
kwadratu liczby sortowanych elementéw.

Dlaczego czasy {, I,y oraz t,; sq takie same?

Uzasadnij wyniki otrzymane przy badaniu wzrostu predkosci algorytmu

sortowania bgbelkowego w stosunku do algorytmu sortowania gtupiego.



Sortowanie babelkowe - wersja nr 2
Bubble Sort

Algorytm

Podany w poprzednim rozdziale algorytm sortowania babelkowego mozna
zoptymalizowaé pod wzgledem czasu wykonania. Jesli przyjrzymy sie dokfadnie
obiegom wykonywanym w tym algorytmie, to zauwazymy bardzo istotng rzecz:

Po wykonaniu petnego obiegu w algorytmie sortowania bgbelkowego najstarszy
element wyznaczony przez przyjety porzadek zostaje umieszczony na swoim

whasciwym miejscu - na kohcu zbioru.

Whniosek ten jest oczywisty. W kazdej kolejnej parze poréwnywanych elementéw
element starszy przechodzi na drugg pozycje. W kolejnej parze jest on na pierwszej
pozycji, a skoro jest najstarszym, to po poréwnaniu znéw przejdzie na pozycje drugg itd.
- jest jakby ciagniety na koniec zbioru (jak babelek powietrza wyptywajacy na
powierzchnie wody).

Przykiad:
Wykonamy jeden obieg sortujacy dla zbioru piecioelementowego

{93170 }. Elementem najstarszym jest pierwszy element - liczba 9.

Obieg Zbior Opis operacji

9 3 1 7 |Parawymaga przestawienia elementéw. Element najstarszy przejdzie na drugg

0 pozycje w parze.

3 9 1 7 |Konieczne przestawienie elementdéw. Element najstarszy znéw trafi na pozycje

0 drugg w parze.

1 7 . I .
3 o Konieczne przestawienie elementow.

31709 . . _— .
Ostatnia para rowniez wymaga przestawienia elementoéw.




3170

Koniec obiegu. Najstarszy element znalazt sie na korcu zbioru.

9
Co z tego wynika dla nas? Otéz po kazdym obiegu na konhcu zbioru tworzy
sie podzbioér uporzadkowanych najstarszych elementéw. Zatem w
kolejnych obiegach mozemy pomija¢ sprawdzanie ostatnich elementéw -
liczebno$¢ zbioru do posortowania z kazdym obiegiem maleje o 1.
Przykiad:

Dokonczmy sortowania podanego powyzej zbioru uwzgledniajac podane

przez nas fakty. Po pierwszym obiegu na koncu zbioru mamy umieszczony

element najstarszy. W drugim obiegu bedziemy zatem sortowa¢ zbiér 4

elementowy, w trzecim obiegu 3 elementowy i w obiegu ostatnim,

czwartym - zbior 2 elementowy.

Obieg Zbior

Opis operacji

317009 Para wymaga przestawienia elementow.
. 137009 Dobra kolejnosc
137009 Konieczne przestawienie elementéw.
1 3 0 7 9 |Koniec obiegu. Na koricu zbioru mamy 2 elementy uporzagdkowane.
13079 Dobra kolejnosc

Konieczne przestawienie elementéw.

10379 Koniec obiegu. Na koricu zbioru mamy 3 elementy uporzadkowane.
103709 Konieczne przestawienie elementéw.

4
01379 Koniec ostatniego obiegu - zbiér jest posortowany.

W poréwnaniu do tabelki z poprzedniego rozdziatu nawet wzrokowo mozemy zauwazyc¢

istotne zmniejszenie ilosci niezbednych operacji.




Specyfikacja problemu

Dane wejsciowe

n - liczba elementéw w sortowanym zbiorze, n e N

d[] - zbidr n-elementowy, ktéry bedzie sortowany. Elementy zbioru majg indeksy od 1 do

n.
Dane wyjsciowe

d[ ] - posortowany zbioér n-elementowy. Elementy zbioru majg indeksy od 1 do n.
Zmienne pomochicze

I, J - zmienne sterujgce petli, i, j € N

Lista krokow

KO1: Dlaj=n-1,n-2, .., 1. wykonuj K02
KO02: Dlai=1, 2, ...,j jeslid[il>d[i + 1], to d[]] & d[i + 1]

KO03: Zakoncz



Schemat blokowy
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Zmiany w stosunku do poprzedniej wersji zaznaczyliSmy na schemacie blokowym innym
kolorem elementéw. Sg one nastepujace:

- petla zewnetrzna nr 1 zlicza obiegi wstecz, tzn. pierwszy obieg ma numer n-/. Dzieki
takiemu podejsciu w zmiennej j mamy zawsze numer ostatniego elementu, do ktérego
ma dojs¢ petla wewnetrzna nr 2. Ta zmiana wymaga réwniez odwrotnej iteracji zmiennej
J.

- petla wewnetrzna sprawdza w warunku kontynuacji, czy wykonata j obiegéw, a nie jak
poprzednio n-1 obiegow. Dzieki temu po kazdym obiegu petli nr 1 (zewnetrznej) petla nr
2 bedzie wykonywac o jeden obieg mnie;.

Pozostata cze$¢ algorytmu nie jest zmieniona - w petli wewnetrznej nr 2 sprawdzamy,
czy element d[i] jest w ztej kolejnosci z elementem d[i+1]. Sprawdzany warunek
spowoduje posortowanie zbioru rosngco. Przy sortowaniu malejagcym zmieniamy relacje
wiekszosci na relacje mniejszosci. Jesli warunek jest spetniony, zamieniamy miejscami
element d[i] z elementem d[i+1], po czym kontynuujemy petle nr 2 zwiekszajac o 1

indeks i. Po kazdym zakonczeniu petli nr 2 indeks j jest zmniejszany o 1.



llo$¢ obiegdw petli wewnetrznej wynosi:

nn-1) 1

To(n) = (n-1)+ (n-2)+ ... +2 + 1 — (n* - n)

I}
(S|

Otrzymane wyrazenie ma wcigz kwadratowg klase ztozonosci obliczeniowej, jednakze
T>(n) < Ti(n) dla n > 1. OsiagneliSmy zatem wiekszg efektywnos¢ dziatania dzieki

wprowadzonym zmianom.

Podsumowanie

Analizujac wyniki obliczen w arkuszu kalkulacyjnym otrzymanych czaséw sortowania dla

algorytmu sortowania bgbelkowego 2 wyciggamy nastepujace wnioski:

Cechy Algorytmu Sortowania Babelkowego

wersja nr 2

klasa ztozonosci obliczeniowej optymistyczna O(nz)

klasa ztozonosci obliczeniowej typowa O(nz)

klasa ztozonosci obliczeniowej pesymistyczna O(nz)

Sortowanie w miejscu TAK

Stabilnos¢ TAK

Klasy ztozonosci obliczeniowej szacujemy nastepujaco:

optymistyczna - dla zbioréw uporzgdkowanych (z niewielkg liczbg elementéw nie na swoich
miejscach) - na podstawie czasow f,,, typ, bk
typowa - dla zbioréw o losowym rozkfadzie elementow - na podstawie czasu f,,

pesymistyczna - dla zbioréw posortowanych odwrotnie - na podstawie czasu 7.

Wiasnosci algorytmu

Algorytm too tog top ok tp

Sortowanie babelkowe | O(n?)| O(n*) | O(n*) | O(*)| O(n®)




1.

wersja nr 2 1

to=tpp=lbpk —

Wszystkie czasy sortowania sg proporcjonalne do kwadratu liczby
elementéw w sortowanych zbiorach, zatem klasa czasowej ztozono$ci

obliczeniowej jest rowna O(n).

Czasy sortowania t,,, ,, oraz t,; sg praktycznie takie same.

Wzrost predkosci sortowania

Algorytmy too tog top ok tp
1
1
. = ~ 1 ~7
Sortowanie babelkowe 1 3 | ~9 ~9 N
— 1 6

Sortowanie babelkowe 2 6
0

dobrze | niewiele | dobrze | dobrze | niewiele

Analizujac wzrost predkosci algorytmu sortowania babelkowego w wers;ji 2
w stosunku do wersji 1 zauwazamy, iz wprowadzona zmiana faktycznie
zwiekszyta ogolng predko$¢ dziatania. Jednakze korzy$¢ w typowym
przypadku zbioru nieuporzadkowanego jest stosunkowo niewielka.
Najwiekszy wzrost predko$ci notujemy przy sortowaniu zbioréw czesciowo
uporzadkowanych.

Zadania dla ambitnych

Jakiego typu operacje sg wykonywane w algorytmie sortowania
babelkowego?

Na jakich operacjach zyskalismy w tej wersji algorytmu?
Ktore operacje dominujg przy wyznaczaniu Czasow fy,, ), Oraz t,;?

Uzasadnij wyniki otrzymane przy badaniu wzrostu predkosci algorytmu

sortowania babelkowego w wersji 2 w stosunku do wers;ji 1.



Sortowanie babelkowe - wersja nr 3
Bubble Sort

Algorytm

Algorytm sortowania babelkowego wykonuje dwa rodzaje operaciji:

- test bez zamiany miejsc elementow

- test ze zamiang miejsc elementow.

Pierwsza z tych operacji nie sortuje zbioru, jest wiec operacjaq pusta. Druga operacja

dokonuje faktycznej zmiany porzadku elementéw, jest zatem operacja sortujaca.

Ze wzgledu na przyjety sposéb sortowania algorytm babelkowy zawsze musi wykonac
tyle samo operacji sortujgacych. Tego nie mozemy zmieni¢. Jednakze mozemy wptynac
na eliminacje operacji pustych. W ten sposéb usprawnimy dziatanie algorytmu.
Jesli doktadnie przyjrzates sie wersjom 1 i 2, ktére prezentowaliSmy w poprzednich
rozdziatach, to powiniene$ dokonac¢ nastepujgcych spostrzezen:
1. Wersja pierwsza jest najmniej optymalng wersjq algorytmu babelkowego. Wykonywane
sg wszystkie mozliwe operacje sortujace i puste.
2. Wersja druga redukuje ilos¢ operacji pustych poprzez ograniczanie liczby obiegéw petli

wewnetrznej (sortujacej).

Mozliwa jest dalsza redukcja operacji pustych, jesli bedziemy sprawdzac¢, czy w petli
wewnetrznej byly przestawiane elementy (czyli czy wykonano operacje sortujgce). Jesli
nie, to zbidr jest juz posortowany (dlaczego?) i mozemy zakonczy¢ prace algorytmu.

Teraz rosnie trudno$¢ wyznaczenia czasowej ztozonosci obliczeniowej, poniewaz
ilos¢ faktycznie wykonywanych operacji poréwnan i przestawien zalezy od rozktadu
elementéw w sortowanym zbiorze. Zadanie komplikuje dodatkowo fakt, iz operacja pusta
jest zwykle wykonywana kilkakrotnie szybciej od operacji sortujacej. Na pewno mozna
powiedzie¢, iz dla zbioru posortowanego algorytm wykona tylko 7 - 1 operacji pustych,
zatem w przypadku najbardziej optymistycznym czasowa ztozono$¢ obliczeniowa
redukuje sie do klasy O(n) - liniowej. W przypadku najbardziej niekorzystnym algorytm
wykona wszystkie operacje puste i sortujgce, zatem bedzie posiadat klase czasowej

. ] . . . 2
Ztozonosci obliczeniowej O(n”).



Przykiad:

Obieg

Posortujmy zbiér { 3 1 0 79 } zgodnie z wprowadzong modyfikacja.

g

Zbioér

3107

Opis operacji

Konieczne przestawienie elementéw

Konieczne przestawienie elementéw

Elementy w dobrej kolejnosci

Elementy w dobrej kolejnosci

Koniec pierwszego obiegu. Poniewaz byty przestawienia elementéw, sortowanie

kontynuujemy

Konieczne przestawienie elementéw

Elementy w dobrej kolejnosci

Elementy w dobrej kolejnosci

Koniec drugiego obiegu. Byto przestawienie elementéw, zatem sortowanie

kontynuujemy

Elementy w dobrej kolejnosci

Elementy w dobrej kolejnosci

Koniec trzeciego obiegu. Nie byto przestawien elementéw, koriczymy sortowanie.

Wykonalismy o 1 obieg sortujgcy mnie;j.




Specyfikacja problemu

Dane wejsciowe

n - liczba elementéw w sortowanym zbiorze, n € N

d[ - zbidr n-elementowy, ktéry bedzie sortowany. Elementy zbioru majg indeksy od 1 do
1 n

Dane wyjsciowe
d[ ] - posortowany zbiér n-elementowy. Elementy zbioru majg indeksy od 1 do n.
Zmienne pomochicze

i, j - zmienne sterujace petli, i, j € N

p - znacznik zamiany miejsc elementéw w zbiorze. p e N

Lista krokow

KO1: Dlaj=n-1,n-2, ..., 1: wykonuj K02...K04

K02: p<—1

K03: Dlai=1,2,..j:jeslid[]>dli+1],tod[]—d[i+1]; p<0
K04: Jeslip =1, to zakoncz

KO05: Zakoncz



Schemat blokowy
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Wprowadzona do algorytmu sortowania bgbelkowego modyfikacja ma na celu wykrycie

posortowania zbioru. Zmiany zaznaczyliSmy blokami o odmiennym kolorze.

Zbiér bedzie posortowany, jesli po wykonaniu wewnetrznego obiegu sortujgcego nie
wystgpi ani jedno przestawienie elementéw porzgdkowanego zbioru.

Przed wejsciem do petli sortujgcej nr 2 ustawiamy zmienng pomocnicza p. Jesli w petli
zajdzie potrzeba przestawienia elementow, to zmienna p jest zerowana. Po wykonaniu

petli sortujacej sprawdzamy, czy zmienna p jest ustawiona. Jesli tak, to przestawienie

elementéw nie wystgpito, zatem kohczymy algorytm. W przeciwnym razie wykonujemy
kolejny obieg petli nr 1.



Podsumowanie

Analizujac wyniki obliczen w arkuszu kalkulacyjnym otrzymanych czaséw sortowania dla

algorytmu sortowania babelkowego 3 wyciggamy nastepujace wnioski:

Cechy Algorytmu Sortowania Babelkowego

wersja nr 3

klasa ztozonosci obliczeniowej optymistyczna | O(1) -O(n?)

klasa ztozonosci obliczeniowej typowa O(nz)

klasa ztozonos$ci obliczeniowej pesymistyczna O(nz)

Sortowanie w miejscu TAK

Stabilnos¢ TAK

Klasy ztozonosci obliczeniowej szacujemy nastepujaco:

optymistyczna - dla zbioréw uporzgdkowanych (z niewielkg liczbg elementéw nie na swoich
miejscach) - na podstawie czasow f,,, typ, bk
typowa - dla zbioréw o losowym rozkfadzie elementow - na podstawie czasu £,

pesymistyczna - dla zbioréw posortowanych odwrotnie - na podstawie czasu 7.

Wiasnosci algorytmu

Algorytm too tog top ok tp

O(n)| 0(n®)| O(n)|O(*)| O(n?)

Sortowanie babelkowe

wersja nr 3 Inp
) tyo << lod | typ << Lpi -

1. Wprowadzona zmiana wplyneta na zmiane klasy czasowej ztozonosci
obliczeniowej przy sortowaniu zbioru uporzadkowanego oraz przy
sortowaniu zbioru uporzadkowanego z losowym elementem na poczatku.

W obu przypadkach notujemy proporcjonalnosé czasu sortowania do liczby



elementéw w zbiorze, zatem klasa czasowej ztozonosci obliczeniowej
wynosi O(n).

Nie zmienita sie natomiast klasa czasowej ztozonosci obliczeniowej przy
sortowaniu zbioru uporzadkowanego odwrotnie, przy sortowaniu zbioru
uporzgdkowanego z losowym elementem na koncu oraz przy sortowaniu
zbioru nieuporzadkowanego. Dlatego w przypadku ogélnym klasa

. . L . . . . 2
czasowej ztozonosci obliczeniowej wynosi O(n”).

Wzrost predkosci sortowania

Algorytmy too tod top ok tp
~ 2 = 3

Sortowanie bagbelkowe 2 _nl|=1]|= 0,07n _ =1
5 2

Sortowanie bgbelkowe 3

dobrze| brak| dobrze | dobrze|brak

Analizujgc wzrost predkosci algorytmu sortowania bagbelkowego w wersji 3
w stosunku do wersji 2 zauwazamy, iz wprowadzona zmiana nie
zwiekszyta predkosci dziatania algorytmu dla przypadku zbioru
posortowanego odwrotnie oraz dla zbioru nieuporzadkowanego.
Najwiekszy zysk (zmniejszenie klasy czasowej ztozonosci obliczeniowej)

wystepuje przy sortowaniu zbioréw czesciowo uporzadkowanych.
Zadania dla ambitnych

Uzasadnij zmiane klasy czasowej ztozonosci obliczeniowej z O(nz) dla
operacji sortowania zbioru uporzadkowanego w wersjach nr 1 i 2 algorytmu

sortowania babelkowego na klase O(n) w wersji nr 3.

Dlaczego nie uzyskalismy istotnego wzrostu predkosci pracy algorytmu dla
przypadku zbioru posortowanego odwrotnie oraz zbioru
nieuporzgdkowanego.

Zbadaj wzrost predkosci algorytmu sortowania bgbelkowego w wersji nr 3

w stosunku do wersji nr 2. Wyciagnij odpowiednie wnioski.



Sortowanie babelkowe - wersja nr 4
Bubble Sort

Algorytm

Czy algorytm sortowania babelkowego mozna jeszcze ulepszy¢? Tak, ale zaczynamy
juz osigga¢ kres jego mozliwosci, poniewaz ulepszenia polegajg jedynie na redukcji
operacji pustych. Wykorzystamy informacje o miejscu wystgpienia zamiany

elementéw (czyli o miejscu wykonania operacji sortujace;j).

Jesli w obiegu sortujgcym wystapi pierwsza zamiana na pozycji i-tej, to w kolejnym
obiegu bedziemy rozpoczynali sortowanie od pozycji o jeden mniejszej (chyba, ze
pozycja I-ta byla pierwszg pozycja w zbiorze). Dlaczego? Odpowiedz jest prosta.
Zamiana spowodowata, iz mtodszy element znalazt sie na pozycji i-tej. Poniewaz w
obiegu sortujgcym miodszy element zawsze przesuwa sie 0 1 pozycje w kierunku
poczatku zbioru, to nie ma sensu sprawdzanie pozycji od 1 do i-2, poniewaz w
poprzednim obiegu zostaly one juz sprawdzone, nie wystgpita na nich zamiana
elementéw, zatem elementy na pozycjach od 1 do i-2 sg chwilowo w dobrej kolejnosci
wzgledem siebie. Nie mamy tylko pewnosci co do pozycji i-1-szej oraz i-tej, poniewaz
ostatnia zamiana elementéw umiescita na i-tej pozycji mtodszy element, ktéry by¢ moze
nalezy wymieni¢ z elementem na pozycji wczesniejszej, czyli i-1. W ten sposob
okreslimy poczatkowg pozycje, od ktérej rozpoczniemy sortowanie elementéow w

nastepnym obiegu sortujagcym.

Ostatnia zamiana elementéw wyznaczy pozycje koncowg dla nastepnego obiegu.
Wiemy, iz w kazdym obiegu sortujgcym najstarszy element jest zawsze umieszczany na
swojej docelowej pozycji. Jedli ostatnia zamiana elementéw wystgpita na pozyciji i-tej, to
w nastepnym obiegu poréwnywanie elementéw zakonczymy na pozycji o 1 mniejszej - w

ten sposéb nie bedziemy sprawdzaé juz najstarszego elementu z poprzedniego obiegu.

Sortowanie prowadzimy dotad, az w obiegu sortujgcym nie wystgpi ani jedna zamiana

elementow.

Teoretycznie powinno to zoptymalizowa¢ algorytm, poniewaz sg sortowane tylko
niezbedne fragmenty zbioru - pomijamy obszary posortowane, ktére tworzg sie na koncu
i na poczatku zbioru. Oczywiscie zysk nie bedzie oszatamiajacy w przypadku zbioru
nieuporzadkowanego lub posortowanego odwrotnie (moze sie zdarzy¢, iz ewentualne
korzysci czasowe bedg mniejsze od czasu wykonywania dodatkowych operaciji).
Jednakze dla zbioréw w duzym stopniu uporzadkowanych mozemy uzyskaé catkiem

rozsadny algorytm sortujacy prawie w czasie liniowym O(n).



Przykiad:

Wedtug opisanej powyzej metody posortujmy zbiér { 0 1 2354 7 9 }. W zbiorze tym

sg tylko dwa elementy nieuporzadkowane - 5 i 4.

Obieg Zbior Opis operacji

012

3 5 4 7 |Pierwszy obieg, rozpoczynamy od pierwszej pozyciji.

9

012

3547

9

012

3 5 4 7 |Elementy w dobrej kolejnosci. Zamiana miejsc nie wystepuje.

9

012

3547

9

1

012 Elementy w ztej kolejnosci. Zapamietujemy pozycje wymiany. Jest to jednoczesnie
z S48 pierwsza i ostatnia wymiana elementéw w tym obiegu sortujgcym.

012

3457

9

Elementy w dobrej kolejnosci. Zamiana miejsc nie wystepuje.

012

3457

9

01 2 Koniec pierwszego obiegu. Zbidr jest juz uporzadkowany, ale poniewaz byta
3 4 5 7 |zamiana elementéw, algorytm dla pewnosci musi wykona¢ jeszcze jeden obieg
9 sortujacy.

Sortowanie rozpoczynamy od pozycji o 1 mniejszej od tej, na ktérej wystgpita w

012 poprzednim obiegu wymiana elementéw. Elementy sg w dobrej kolejnosci.
3457

9 Dalszych sprawdzenh nie wykonujemy - kohiczymy na pozycji o 1 mniejszej, niz

2 pozycja ostatniej zamiany w poprzednim obiegu.

012
3 4 5 7 |Koniec, zbidr jest posortowany

9




Chociaz podany przyktad jest troszeczke tendencyjny, to jednak pokazuje wyraznie, iz
zoptymalizowany algorytm sortowania babelkowego moze bardzo szybko posortowac
zbiory prawie uporzadkowane.

Specyfikacja problemu

Dane wejsciowe

n - liczba elementéw w sortowanym zbiorze, n € N

d[ - zbidr n-elementowy, ktéry bedzie sortowany. Elementy zbioru majg indeksy od 1 do

1 n
Dane wyjsciowe

d[ ] - posortowany zbiér n-elementowy. Elementy zbioru majg indeksy od 1 do n.
Zmienne pomochicze

i -zmienna sterujaca petli, i € N
Pmin - dolna granica pozycji sortowanych elementéw, pmin € N
Pmax - gérna granica pozycji sortowanych elementéw, pna.x € N

P - numer pozycji zamiany elementéw, p € N
Lista krokow

KO1: pmin < 1; Pmax<— n-1

K02 p—0

K03: Dlai= pmin; ---» Pmax. Wykonuj K04...K07

K04: Jeslid[] <d[i + 1], to nastepny obieg petli KO3
K05: d[]« d[i+1]

K06: Jeslip=0,to pyin i

KO7: p«—i

K08: Jesli pmin > 1, t0 Prin < Pmin - 1

K09: Pmax<— p -1

K10: Jesli p > 0, to idz do K02



K11: Zakoncz

Schemat blokowy

p«i| (KONIEC )

fe—i+1

Tym razem wprowadzonych zmian do algorytmu sortowania bgbelkowego
jest duzo, zatem opiszemy caty algorytm od poczatku.

Zmienna puin przechowuje numer pozycji, od ktérej rozpoczyna sie
sortowanie zbioru. W pierwszym obiegu sortujagcym rozpoczynamy od
pozycji nr 1. Zmienna p,.. przechowuje numer ostatniej pozycji do
sortowania. Pierwszy obieg sortujgcy koriczymy na pozycji n-1, czyli na
przedostatniej.

Petla numer 1 wykonywana jest dotad, az w wewnetrznej petli nr 2 nie

wystgpi Zzadna zamiana elementéw. Zmienna p petni w tej wersji algorytmu

nieco inng role niz poprzednio. Mianowicie bedzie przechowywata numer



pozycji, na ktorej algorytm ostatnio dokonat wymiany elementéw. Na
poczatku wpisujemy do p warto$¢ 0, ktoéra nie oznacza zadnej pozycji w
zbiorze. Zatem jesli ta wartos¢ zostanie zachowana, uzyskamy pewnosg, iz

zbidr jest posortowany, poniewaz nie dokonano wymiany elementéw.

Wewnetrzng petle sortujgaca rozpoczynamy od pozycji pmin. W petli
sprawdzamy kolejnos¢ elementu i-tego z elementem nastepnym. Jesli
kolejnosc¢ jest zta, wymieniamy miejscami te dwa elementy. Po wymianie
sprawdzamy, czy jest to pierwsza wymiana - zmienna p ma wtedy wartos¢
0. Jesli tak, to numer pozycji, na ktérej dokonano wymiany umieszczamy w
Pmin- Numer ten zapamietujemy rowniez w zmiennej p. Zwro¢ uwage, iz
dzieki takiemu podejsciu p zawsze bedzie przechowywato numer pozyciji
ostatniej wymiany - jest to zasada zwana "ostatni zwycieza".

Po sprawdzeniu elementéw przechodzimy do nastepnej pozycji
zwigkszajac i o 1 i kontynuujemy petle, az do przekroczenia pozycji puasx-.
Wtedy petla wewnetrzna zakoniczy sie.

Jesli w petli nr 2 byta dokonana zamiana elementéw, to p,, zawiera
numer pozycji pierwszej zamiany. Jesli nie jest to pierwsza pozycja w
zbiorze, puin zmniejszamy o 1, aby petla sortujaca rozpoczynata od pozyciji

poprzedniej w stosunku do pozycji pierwszej zamiany elementow.
Pozycje ostatnia zawsze ustalamy o 1 mniejszg od numeru pozyciji
koncowej zamiany elementow.

Na koniec sprawdzamy, czy faktycznie doszto do zamiany elementow. Jesli

tak, to p jest wieksze od 0, gdyz zawiera numer pozycji w zbiorze, na ktorej

algorytm wymienit miejscami elementy. W takim przypadku petle nr 1
rozpoczynamy od poczatku. W przeciwnym razie konczymy, zbior jest

uporzadkowany.

Podsumowanie

Analizujgc wyniki obliczeh w arkuszu kalkulacyjnym otrzymanych czaséw sortowania dla

algorytmu sortowania bgbelkowego 4 wyciggamy nastepujace wnioski:

Cechy Algorytmu Sortowania Babelkowego

wersja nr 4




klasa ztozonosci obliczeniowej optymistyczna | O(n)

klasa ztozonosci obliczeniowej typowa O(nz)

klasa ztozonosci obliczeniowej pesymistyczna O(nz)

Sortowanie w miejscu TAK

Stabilnos¢ TAK

Klasy ztozonosci obliczeniowej szacujemy nastepujaco:

optymistyczna - dla zbioréw uporzgdkowanych (z niewielkg liczbg elementéw nie na swoich
miejscach) - na podstawie czasow f,,, typ, bk
typowa - dla zbioréw o losowym rozkfadzie elementow - na podstawie czasu f,,

pesymistyczna - dla zbioréw posortowanych odwrotnie - na podstawie czasu 7.

Wiasnosci algorytmu

Algorytm too tog top ok tp

O(n)|0(®)|O(n)|O(n)| Om*)

Sortowanie babelkowe

wersja nr 4 bop 5tp Lnp 31,
! tpo << toa

= 3k = 54

1. Wprowadzona zmiana wplyneta na zmiane klasy czasowej ztozonosci
obliczeniowej przy sortowaniu zbioru uporzgdkowanego z losowym

elementem na korcu z O(n°) na O(n).

2. Nie zmienita sie natomiast klasa czasowej ztozonosci obliczeniowej przy
sortowaniu zbioru uporzadkowanego odwrotnie i przy sortowaniu zbioru
nieuporzadkowanego. Dlatego w przypadku ogélnym klasa czasowej

. ] . . . . 2
ztozonosci obliczeniowej wynosi O(n”).

3. Z wynikéw testu wyciggamy wniosek, iz ta wersja algorytmu sortowania
babelkowego jest najlepszg ze wszystkich przedstawionych tutaj wersji.
Dlatego dalsze algorytmy sortujgce bedziemy poréwnywali do wynikéw
zoptymalizowanego algorytmu sortowania babelkowego.

Wzrost predkosci sortowania

Algorytmy to | tod | top ok tp




Sortowanie babelkowe 3|~ 1 (= 1 |= 1|= 0,08n|~ 1

Sortowanie babelkowe 4 brak|brak|brak| dobrze |brak

3. Analizujgc wzrost predkosci algorytmu sortowania babelkowego w wersji 4
w stosunku do wersji 3 zauwazamy, iz wprowadzona zmiana nie
zwiekszyta w istotny sposob predkosci dziatania algorytmu w przypadku
ogollnym. Zysk jest tylko przy sortowaniu zbioréw w duzym stopniu
uporzadkowanych. W takich przypadkach zoptymalizowany algorytm
sortowania babelkowego posiada liniowg czasowg ztozonos¢ obliczeniowa.

Zadania dla ambitnych

1. Uzasadnij powod zmiany klasy czasowej ztozono$ci obliczeniowej z O(nz)
na O(n) w tej wersji algorytmu dla przypadku sortowania zbioréw w

znacznym stopniu uporzadkowanych.

2. Dlaczego w pozostatych przypadkach wzrost predkoéci dziatania algorytmu

jest niewielki?



Dwukierunkowe sortowanie babelkowe
Bidirectional Bubble Sort
Cocktail Sort

Algorytm

Dwukierunkowe sortowanie bgbelkowe oparte jest na spostrzezeniu, iz kazdy obieg
wewnetrznej petli sortujgcej umieszcza na wtadciwym miejscu element najstarszy, a
elementy mtodsze przesuwa o 1 pozycje w kierunku poczatku zbioru. Jesli petla ta
zostanie wykonana w kierunku odwrotnym, to wtedy najmfodszy element znajdzie sie na
swoim wiasciwym miejscu, a elementy starszy przesung sie o jedng pozycje w kierunku
konca zbioru. Potgczmy te dwie petle sortujgc wewnetrznie naprzemiennie w kierunku
normalnym i odwrotnym, a otrzymamy algorytm dwukierunkowego sortowania

babelkowego.

Wykonanie petli sortujgcej w normalnym kierunku ustali maksymalng pozycje w zbiorze,
od ktoérej powinna rozpocza¢ sortowanie petla odwrotna. Ta z kolei ustali minimalng
pozycje w zbiorze, od ktérej powinna rozpoczaé sortowanie petla normalna w nastepnym
obiegu petli zewnetrznej. Sortowanie mozemy zakonczy¢, jesli nie wystapita potrzeba

zamiany elementow w zadnej z tych dwoch petli.

Specyfikacja problemu

Dane wejsciowe

n - liczba elementéw w sortowanym zbiorze, n € N

d[ - zbidr n-elementowy, ktéry bedzie sortowany. Elementy zbioru majg indeksy od 1 do

1 n
Dane wyjsciowe

d[ ] - posortowany zbiér n-elementowy. Elementy zbioru majg indeksy od 1 do n.
Zmienne pomochicze

i -zmienna sterujaca petli, i € N

Pmin - dolna granica pozycji sortowanych elementéw, pmin € N



Pmax - gérna granica pozycji sortowanych elementéw, pmax € N

P - numer pozycji zamiany elementéw, p € N

Lista krokow

Operacja sortujaca

KO01: Jesli d[]] < d[j + 1], to zakonhcz operacje sortujaca
K02: d[i] <« d[i+ 1]
KO3: p—i

K04: Zakoncz operacje sortujaca
Algorytm gtéwny

KO1: Pmin<— 1; Pmax<— n-1

K02: p—20

KO03: Dla i = Pmin, Pmin + 1, ..., Pmax: Wykonuj operacje sortujaca
K04: Jesli p=0, to zakoncz

KO5:  pPmax<—p-1, p«0

KO06: Dla i = Pmax, Pmax - 1, ---» Pmin: WYKonuj operacje sortujaca
KO7:  Ppmin<—p+1

K08:  Jesli p>0, to idz do K02

K09: Zakoncz

Schemat blokowy
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W algorytmie wydzieliliSmy powtarzajacy sie fragment operacji i nazwaliSmy go operacjg

sortujgca. Poréwnuje ona dwa kolejne elementy zbioru i zamienia je miejscami, jesli sg w
ztej kolejnosci. Po zamianie do zmiennej p trafia indeks pierwszego z elementéw pary.

Podany warunek sprawdza uporzgdkowanie rosngce. Jesli chcemy posortowaé zbior

malejaco, relacje wiekszosci nalezy zastapic relacjg mniejszosci.

W algorytmie wystepujg trzy petle. Petla nr 1 jest petlg warunkowg i obejmuje dwie petle
wewnetrzne nr 2 i nr 3. Petla ta wykonywana jest dotad, az w sortowanym zbiorze nie

wystgpi w trakcie sortowania ani jedna zamiana miejsc elementow.
Petla nr 2 jest petla sortujacg w gére. Petla nr 3 sortuje w dot.

Na poczatku algorytmu ustalamy dwie granice sortowania:

- dolna W P

- g()rnq W Pmax-



Granice te okreslajg indeksy elementdw zbioru, ktére bedg przegladaty petle sortujace nr
2 i nr 3. Poczatkowo granice sg tak ustawione, iz obejmujg caty sortowany zbidr.

Na poczatku petli nr 1 zerujemy zmienng p. Zmienna ta bedzie zapamietywa¢ pozycje
ostatniej zamiany elementow. Jesli po przejsciu petli sortujgcej nr 2 lub nr 3 zmienna p
wcigz zawiera wartos¢ 0, to nie wystgpita Zzadna zamiana elementéw. Zbidr jest wtedy
uporzadkowany i konczymy algorytm.

Pierwszg petle sortujacg wykonujemy kolejno dla indekséw od puin dO Ppax. PO
zakonczeniu petli sprawdzamy, czy p jest rowne 0. Jesli tak, konczymy algorytm. W
przeciwnym razie p zawiera pozycje ostatniej zamiany elementéw. Poniewaz petla nr 2
ustala pozycje najstarszego elementu, to elementy o indeksach od p do n sg juz
witasciwie uporzgdkowane. Dlatego dla kolejnego obiegu petli przyjmujemy py.x 0 1
mniejsze niz p.

Przed rozpoczeciem drugiej petli zerujemy p. Jest to dosy¢é wazne. Zatézmy, iz zbidr
zostat juz uporzadkowany w poprzedniej petli nr 2, lecz wystgpita tam zamiana
elementéw. Jesli nie wyzerujemy p, to nastepna petla sortujgca nie zmieni zawartosci tej
zmiennej i p zachowa wartos¢ wiekszg od 0. Zatem petla gtéwna nr 1 nie zakonczy sie i
algorytm wykona niepotrzebnie jeszcze jeden pusty obieg. Niby nic, a jednak...

Petla nr 3 sortuje w kierunku odwrotnym od pqx do pmin. PO jej zakonczeniu p zawiera
indeks ostatniej zamiany elementéw. Podobnie jak poprzednio zbidr jest uporzadkowany
od elementu nr 1 do p. Zatem dla kolejnych obiegéw przyjmujemy p,,;, 0 1 wieksze od p.

Jedli p jest rowne 0, konczymy algorytm. W przeciwnym razie kontynuujemy petle nr 1.

Podsumowanie

Analizujac wyniki obliczen w arkuszu kalkulacyjnym otrzymanych czaséw sortowania dla

algorytmu dwukierunkowego sortowania babelkowego wyciggamy nastepujgce wnioski:

Cechy Algorytmu Dwukierunkowego

Sortowania Babelkowego

klasa ztozonosci obliczeniowej optymistyczna | O(n)

klasa ztozonosci obliczeniowej typowa O(nz)

klasa ztozonosci obliczeniowej pesymistyczna O(nz)

Sortowanie w miejscu TAK

Stabilnos¢ TAK




Klasy ztozonosci obliczeniowej szacujemy nastepujaco:

optymistyczna - dla zbioréw uporzgdkowanych (z niewielkg liczbg elementéw nie na swoich
miejscach) - na podstawie czasow f,,, typ, bk
typowa - dla zbioréw o losowym rozkfadzie elementow - na podstawie czasu f,,

pesymistyczna - dla zbioréw posortowanych odwrotnie - na podstawie czasu 7.

Wiasnosci algorytmu

Algorytm too tod top tok top

O(n)|0(n®)|O(n)|O(n)| On®)

Dwukierunkowe

sortowanie babelkowe ty Ny |t 3t
& tpo << toa

=~ 8 |= Sa

1. W  przypadku zbioru posortowanego odwrotnie oraz zbioru
nieuporzgdkowanego algorytm wykonuje sie w czasie proporcjonalnym do
kwadratu liczby elementéw, zatem jego typowa czasowa ztozonosc

obliczeniowa jest klasy O(1%).

2. Zbiér nieuporzadkowany sortowany jest szybciej od  zbioru
uporzadkowanego odwrotnie. Wnioskujemy zatem, iz zbior uporzgdkowany
odwrotnie jest najtrudniejszym zadaniem dla tego algorytmu.

3. Przy sortowaniu zbiorébw w znacznym stopniu posortowanych klasa
czasowej zlozonosci obliczeniowej redukuje sie do O(n), jest zatem bardzo
korzystna.

4. W poréwnaniu do zoptymalizowanego algorytmu bgbelkowego w wersji 4
algorytm dwukierunkowego sortowania babelkowego nie wykazuje
specjalnie nowych wiasnoéci. Obserwujemy jedynie wyréwnanie czaséw

sortowania zbioru uporzadkowanego z jednym elementem losowym na

poczatku i na koncu.



Wzrost predkosci sortowania

Algorytmy too tog | top ok tp
7
Sortowanie babelkowe 4 =~ _ =1 1 _|
6 5
Dwukierunkowe sortowanie bagbelkowe 0
brak | lepiej| brak | gorzej | lepiej

5. Jesli porownamy predkosci obu algorytméw, to obecna wersja radzi sobie
nieco lepiej w przypadku zbiorow uporzgdkowanych odwrotnie oraz
zbioréw nieuporzadkowanych. W pozostatych sytuacjach jest bez zmian,
lub nawet gorze;.

Zadania dla ambitnych

1. Uzasadnij wyrownanie czasow f,, i t,x W algorytmie dwukierunkowego

sortowania bgbelkowego.



